Ejercicios de producto interno

a) Comprobar que (x,y) es un producto interno en R2.

b) Hallar la distancia entre u = (2,1) y v = (3, —2).

)
)
c) Hallar el angulo entre u = (1,0) y v = (—1,1).
d) (Los vectores (1,0) y (0,1) son ortogonales?

)

e) Hallar todos los vectores u € R? tales que |u|| =3y (u,(3,—1)) = 0.
a) Comprobemos los axiomas de producto interno
» (x+zy) = (xy) + (z1y) ya que
(x+zy) = (x+2) Ay = (x" +27)Ay =x"Ay+z' Ay = (x;y) + (%)
= (kx;y) = k(x;y) ya que
(g y) = (ko) TAy = kx" Ay = k (x;y)
» (x;y) = (y;X) ya que al ser A simétrica se verifica
(uy) =xTAy = (x"Ay)" =yTATx = yTAx = (y;%)
» (x;x) > 0 para todo x € R? y (x;x) = 0 si y s6lo si x =(00)7 ya que
) =xTAx = xT (; ?) X = X7 + 4x1X2 + 5x3 = x5 + 2x1(2x2) + 4x3 + x5
(x;%) = (x1 + 2x2)? +x2 > 0 para todo x € R?
(

e x=(00)" = (x;x)=0
e (x;x)=0 = (x1 +2x)?+x2=0 = x3+2x0=0yx2=0 = x=(00)T

b) Recordemos que la norma de un vector es ||u|| = \/(u,u) y distancia entre dos vectores u
y vesd(u,v)=|v—ul.
En este caso d(u,v) = |[(3,-2) — (2,1)|| = |[(1, =3)||
Calculamos

0.3 = (=303 = (1 =3) (5 2) (L) =5 13 (L) =
Entonces d(u,v) = v/34.

_ {uw)
Ful ol

c¢) El dngulo 0 € [0, 7] entre dos vectores no nulos u y v verifica cos(6)

<<17 O)a (_L 1))
[(L,0) (=1, 1)l
Calculamos:

oL =ao (y ) () =an ()=
10017 = (0. (1,00 = (1) (5, 2 (5) =12 (g) = 1. entonces 1,00 = 1.

e (=L, D? = (=1,1),(=1,1)) = (=1 1) (; g) <_11) — (13) <_11> — 9, entonces
I(=1,1)] = v2.

En este caso, cos(f) =



1
Por lo tanto, cos(f) = —= y 0 = T

/2 1

d) Los vectores (1,0) y (0,1) serfan ortogonales con este producto interno si ((1,0), (0,1)) = 0.
Veamos si ésto sucede.

oo =a0(y 3)(7)=a2 () -2

Entonces (1,0) y (0,1) no son ortogonales con este producto interno.

e) Buscamos los vectores u = (a,b) € R? ortogonales al (3,-1) de norma 3.

((a,b), (3, 1)) = (a b) @ g) (_31) ~ (ab) G) —atb=0

Entonces b = —a y u = (a, —a) = a(1, —1). Buscamos ahora que |ju|| = 3

3= [ull = lla(t, =) = lal |(1, =D = |alvV2 & la| =

Sl e

3
Por lo tanto u = —=(1,—1) o u = ———=(1,—1).

V2
2. Sea en R? (x;y) = x'Ay con A = <Z i), a>0,det(A) >0

a) Probar que la expresién define un producto interno en R2.

b) Si B = {v1,v2} es una base de R?, ;cudl es el drea del paralelogramo de lados vy y va?

a) Comprobemos los axiomas de producto interno:
= (x+z;y) = (x+2)'Ay = (x' +2") Ay =x"Ay+z' Ay = (x5y) + (zy)
(kxjy) = (kx)'Ay = kx'Ay = k(x;y)
(x;y) = x*Ay = (x*Ay)' = y*Ax = (y;x) pues A es simétrica
(

b
x;x) = vt Az = ! (Z lc)) T = ax? + 2bxixo + cx3 = a(x} + anlm + gxg)

2 _ 12
() = al(a + 2x2)? 53— ) = alln + oxa)? 4 x5 20 vk £ (00)

porque a > 0y det(A) = ac — b* > 0
x=(00)" = (x;x) =0
w a((xg + 2){2)2 +x§(a5;72bz)) =0=x=(00) puesa>0yac—b?>0

Luego, esta expresion define un producto interno en R? si a > 0 y det(A) > 0.

b) La matriz del producto interno en la base B = {vy,va} es:

Gy — ( loa <v1;v2>)
(v1;09)  loalf?
Analizamos el determinante de Gg:

det(Gp) = [[vi|l* vzl = (vis v2)® = [vall lvall® = [[vi ]l [val|* cos*(a)
2 2 2 2
= [lor* [lv2* (1 = cos®(a)) = [val|* [lv]|” sen*(a)

Luego
Vdet(Gp) = [[oa] [lv2| sen(e)

pero ésta es el area del paralelogramo de lados vy y ve.



3. En el espacio vectorial Ry[z], se define el producto escalar:

(p,q) = p(2)q(2) +1'(2)¢'(2)

a) Hallar la matriz del producto escalar relativa a la base E = {1,z}.
b) Calcular el dngulo y la distancia entre p(x) =1 -z y ¢(z) = -2 + x.

¢) Dado el subespacio S = gen{3 — z}, calcular su complemento ortogonal S*.

a) La matriz del producto escalar relativa a la base £ = {1,x} es

Calculamos los productos necesarios:

» (1,1) =1 (reemplazamos en la férmula de producto interno p(x) = g(z) = 1)
» (1,2) = 2 (reemplazamos en la férmula de producto interno p(z) = 1y ¢(x) = x).
Como P; es un R-espacio vectorial, tenemos que (x,1) = (1,z) = 2.

» (z,7) = 22 4+ 12=5 (reemplazamos en la férmula de producto interno p(x) = q(z) = z)

Entonces
1 2
o= (s 3)
, : _ _(pa)
b) El dngulo 6 € [0, 7] entre p y ¢ verifica cos(f) = ol En este caso
pillg
(1—x,—-2+x)
cos(0) =
11— ||| -2+ |
Calculamos:

« (-, —2+7) = ([1—2]P)T @ §> 242 = (1 —1) (; g) (‘12)
(1—z,-2+x)= (-1 —23) <12> =1

-z’ = (11— a) = (1 - )BT (i ?) L-al®=0 -1 @ §> (—11)

1—z|?= (-1 =3) (_11) = 2, entonces |1 — z|| = V2.

n ||— 2 _/_ _ — ([— ENT 1 2 - E _ (_ 1 2 —2
-2+ z||” = (-2+z, -2+ z) = ([-24=]") (2 5)[ 24z = ( 21)(2 5 )
-2+ 2= (01) (‘f) — 1, entonces ||—2 + z|| = 1.
Por lo tanto (9) ! 0 5
r nto, cos(f) = ———= = -T.
N

La distancia entre p y ¢ es

d(p,q) = lla(x) —p(2)| = [[-2+ 2 — (1 - 2)|| = [|-3 + 2]

-3 + 2z||® = (=3 + 2z, -3 + 22) = ([—3+22]5)T (; g) [—3+2z]F = (-3 2) G ?) <_23>
-3

|-3+ 2z = (14) ( )

> = 9, entonces

d(p.q) = ||-3+2z|| = V5



¢) Dado S = gen{3 — z}, el complemento ortogonal de S es

st ={peRulz]/ (3 -a,p(z)) =0}

Si p(z) € S*, p(x) = a + bz, se debe verificar que

(3—2,p(@)) = (3 —z,a+bx) = (3 — 2]7)” (; ;) [a+ba]” = (3 —1) G g) <Z>

(3 —z,p(z)) = (11) <Z> —a+b=0

p(x) =a—axr=a(l —x)
Entonces
St =gen{l — 2}
4. Sea B = {v1,v2,v3} una base de un espacio vectorial real V con producto interno. Sabiendo que
|lval] = 2, |lvs]| = 1, (v1,v3) = (v2,v3) =0, (va —v1,v2+v1) =3, v1 L (v —v2)

) Hallar la matriz del producto interno relativa a la base B.
) Dado S = gen{vy + va + v3}, hallar una base de S=.
¢) Construir un tridngulo rectangulo cuyos vértices sean 0, vq, vo — Avy, con A € R. ;Es tinico?

)

)

Calcular el area del tridangulo de vértices 0, vy, vo.

Calcular el area del tridangulo de vértices vy, ve y vs.

a) Como el espacio vectorial V es real, la matriz del producto escalar relativa a la base B =
{v1,v2,v3} es

(vi,v1)  (v1,v2)  (v1,v3) (vi,v1) (v1,v2)  (v1,v3)
Gp = | (v2,v1) (v2,v2) (v2,v3) | = | (vi,v2) (v2,v2) (v2,v3)
(vg,v1)  (vs,v2) (s, v3) (vi,v3)  (v2,v3) (vs,v3)

Podemos calcular los productos necesarios a partir de los datos del enunciado:
o foall =2 & [z = 4 & (v2,v0) = 4

losll = 1 & [Jus]|* = 1 & (v3,v3) = 1

(v1,v3) = (v2,v3) =0

(vg — v1,v9 + v1) = (v2,v2) + (v, v1) — (v1,v2) — (v1,v1) =4 — (v1,v1) = 3.

Entonces (vi,v1) = 1.

vy L (1}1 — 7)2) = <U1,U1 — U2> =0.

Entonces 0 = (v1,v1 — v2) = (v1,v1) — (v1,v2) =1 — (v1,02) ¥ (v1,v2) = 1.

La matriz del producto interno relativa a la base B queda:

1 10
Gg=11 4 0
0 01

b) Queremos una base de S+ = {v € V/ (v,v; + vy +v3) = 0}.

Un vector genérico de V es de la forma v = avy + bvy + cvs, con a,b,c € R. Veamos que
condiciones deben verificar a, b, ¢ para perteneces a S=:

1 10 1 2
(v, v1+v24v3) = [’U]EGB[UFH}Q—HJ:;]B =(abe)|1 4 0 1| =(abe) 5] =2a+5b+c=0
0 0 1 1 1



Obtenemos que ¢ = —2a — bb, con a,b € R.
Entonces los vectores pertenecientes a S+ son de la forma:

v = avy + bvg + (—2a — 5b)vz = a(v1 — 2v3) + b(ve — Hus),

con a,b € R.
Luego
St = gen{vy — 2v3,v9 — Svuz}

Una base de S+ es Bg1 = {v1 — 2v3,v2 — 503} ya que es un conjunto de generadores de S+
linealmente independiente.

c¢) Para que el tridngulo de vértices 0, v y v2 — Av; sea rectangulo es necesario que
<U1, Vo — )\’l)1> =0
Entonces
(v1,v2) = A{vr,v1) =0
1-A2=0
A=
El rectdngulo tiene vértices 0, v1 y vo — v1.

d) Por lo que vimos en el ejercicio 2, el drea del paralelogramo de lados v1 y vy podemos
calcularla como

2 2 2
Vot o2 = (w1, 02)

Entonces el area del tridngulo de lados v1 y vo es

| S

1 1
Area = S/l eall? = (on,00)? = ST 1 =

e) El drea del tridngulo de vértices vy, v y v3 es la misma que el drea del tridngulo 0, vy — v1
y v3 — v1. El area queda

1
Area = 5\/”1}2 —v1]]? |lus — v1||* = (vo — v1,v3 — v1)?

Calculamos
1 1 0\ /-1 -1
n log—vi]P=(=110)[1 4 0 1 |=030(1]=3
00 1 0 0
11 0\ /-1 -1
n los—vi]P=(=101)[1 4 0 0 ]=(-1-11){0]=2
00 1 1 1
11 0\ /-1 ~1
L] (Ug—vl,vg—’l)1>:(—110) 1 4 0 0 :(030) 0 =0
00 1 1 1
Entonces
6
Area:\g



